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В работе обсуждаются различные теоретические методы расчета времени колебатель-
ной релаксации компонентов воздуха. Реализована современная модель нагруженного
гармонического осциллятора (FHO), а также ее модификация с учетом свободных вра-
щений (FHO-FR) для вычисления поуровневых коэффициентов скорости переходов
колебательной энергии. Ввиду высокой вычислительной сложности модели FHO-FR
ее непосредственное использование в задачах неравновесной газовой динамики про-
блематично. В связи с этим была предложена эффективная регрессионная модель
FHO-FR-reg, с хорошей точностью приближающая коэффициенты скорости энергооб-
менов, рассчитанные по оригинальной модели FHO-FR, с максимальной погрешностью
менее 2%. Продемонстрирована высокая вычислительная эффективность регрессион-
ной модели FHO-FR-reg. Для столкновений N2–N, N2–O, N2–N2, O2–N, O2–O, O2–O2,
NO–N, NO–O, NO–NO, O2–N2 и N2–O2 проведены расчеты времени релаксации тре-
мя способами: по формуле Ландау — Теллера; по формулам кинетической теории га-
зов, предполагающим осреднение дефекта резонанса энергии колебательного перехода
с сечениями соответствующих колебательных энергообменов; путем решения задачи
об изотермической релаксации. Результаты сравнивались с доступными эксперимен-
тальными данными и результатами прямого молекулярного моделирования (Direct
Molecular Simulation, DMS). Анализ результатов показал, что оптимальной моделью
для всех рассмотренных типов столкновений является простая аналитическая форму-
ла Ландау — Теллера в комбинации с коэффициентом скорости дезактивации, рассчи-
танным по модели FHO. Обсуждается необходимость учета связанной колебательно-
вращательной релаксации при высоких температурах.
Ключевые слова: время колебательной релаксации, поуровневая кинетика, модель на-
груженного гармонического осциллятора, оптимизация численных расчетов, нелиней-
ная регрессия.

1. Введение. Решение современных задач в области неравновесной аэромеха-
ники, низкотемпературной плазмы, аэрокосмических приложений требует новых мо-
делей физико-химических процессов в реагирующих течениях газов и современных
методов описания течений в рамках континуального подхода. Детальное поуровне-
вое описание дает незаменимую информацию о ключевых механизмах релаксации и
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химических реакций, однако является чрезмерно затратным с вычислительной точ-
ки зрения [1–3]. Более привлекательными для приложений являются многотемпера-
турные [4, 5] и гибридные [3] модели, улавливающие ряд неравновесных эффектов
при сохранении вычислительной эффективности за счет использования сокращен-
ных систем уравнений неравновесной гидродинамики. При этом использование в
данных подходах надежных моделей времен релаксации (для многотемпературных
подходов) и скорости обменов колебательной энергией (для гибридных подходов,
основанных на осреднении поуровневых) может заметно повысить точность моде-
лирования течений при сильных отклонениях от равновесия.

В вычислительной гидродинамике время колебательной релаксации чаще всего
рассчитывается по эмпирической формуле Милликена — Уайта [6], полученной при
обработке экспериментальных данных. Формула справедлива в ограниченном диа-
пазоне температур. Позднее Парком [4] была предложена полуэмпирическая поправ-
ка к этой формуле, несколько расширяющая диапазон ее применимости; также было
проведено уточнение параметров модели [7]. Тем не менее до последнего времени не
было разработано универсальных и надежных теоретических моделей, учитываю-
щих особенности колебательной релаксации при высоких температурах и сильных
отклонениях от равновесия. В последние годы появились модели, основанные на ме-
тодах кинетической теории [8, 9] и методе прямого молекулярного моделирования
(Direct Molecular Simulation, DMS) [10]. В настоящей работе результаты DMS будут
использоваться для валидации теоретических моделей.

Для реализации теоретических методов расчета времени колебательной релак-
сации требуются данные о сечениях переходов колебательной энергии или о соот-
ветствующих поуровневых коэффициентах скорости энергообменов. Коэффициенты
скорости переходов можно рассчитывать по простой модели Шварца, Славского,
Герцфельда (SSH) [11], однако предпочтительным является использование модели
нагруженного гармонического осциллятора (Forced Harmonic Oscillator, FHO) [12]
и ее более точной модификации, учитывающей свободные вращения (Free Rotation,
FHO-FR) [13, 14]. Недостатком данной модели является ее высокая вычислительная
сложность. Для преодоления этой проблемы можно использовать методы машин-
ного обучения [15–19]. В частности, в работе [18] была предложена регрессионная
модель, значительно ускоряющая расчет коэффициентов скорости колебательного
энергообмена по модели FHO-FR в кислороде. В настоящей работе этот подход будет
использован для расчета коэффициентов скорости переходов колебательной энергии
во всех компонентах воздуха и для оценки времени релаксации при столкновениях
N2–N, N2–O, N2–N2, O2–N, O2–O, O2–O2, NO–N, NO–O, NO–NO, O2–N2 и N2–O2.

2. Модели FHO и FHO-FR. При поуровневом описании неравновесных тече-
ний обмены колебательной энергией и химические реакции относятся к медленным
процессам, протекающим в гидродинамическом масштабе времени на фоне локаль-
ного равновесия по поступательным и вращательным степеням свободы [5]. В част-
ности, скорости колебательно-поступательного (VT) и колебательно-колебательного
(VV) обменов определяются выражениями

RVTci =
∑
d

nd

∑
i′ 
=i

(
kdc,i′inci′ − kdc,ii′nci

)
, (1)

RVVci =
∑
dk

∑
i′k′

(
kd,k

′k
c,i′i nci′ndk′ − kd,kk

′
c,ii′ ncindk

)
. (2)
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Здесь nci — заселенность колебательного уровня молекулы сорта c; d — партнер
по столкновению с числовой плотностью nd; i, k — колебательные уровни молекул
(штрихом обозначены уровни после столкновения); kdc,ii′ , k

d,kk′
c,ii′ — коэффициенты

скорости VT- и VV-обменов. Если партнером при VV-обмене является молекула того
же химического сорта c, то суммирование ведется по i′ �= i, k′ �= k. В дальнейшем
индексы c, d в выражениях для коэффициентов скорости переходов иногда могут
опускаться для упрощения обозначений.

Для вычисления коэффициентов скорости энергообменов в настоящей рабо-
те использована модель FHO и ее модификация с учетом свободных вращений
FHO-FR. Модель FHO [12] представляет собой полуклассический аналитический
подход, описывающий колебательные переходы с помощью нагруженного гармо-
нического осциллятора с экспоненциальным потенциалом взаимодействия. Данная
модель является вычислительно простой и хорошо согласуется как с эксперимен-
тальными результатами, так и с результатами трехмерных полуклассических тра-
екторных расчетов для таких систем, как N2–N2, O2–O2 и N2–O2, в диапазоне тем-
ператур 200–8000 К. Следует отметить, что теория, применяемая в модели FHO,
является одномерной, что делает необходимым введение стерического фактора для
учета влияния объема молекулы и ее вращения. При этом использование стериче-
ского фактора не обеспечивает корректного описания динамики столкновений, что
является ключевым недостатком исходного подхода FHO. Существенные изменения
были внесены в модель путем модификации, учитывающей свободное вращение мо-
лекулы (FHO-FR) [13, 14]. В данных работах исследуется полная трехмерная дина-
мика взаимодействия между вращающейся двухатомной молекулой и атомом либо
другой двухатомной молекулой. Благодаря учету трехмерной природы столкнове-
ний, модель FHO-FR исключает необходимость введения стерического фактора. Од-
нако используемые в ней формулы требуют значительных вычислительных затрат
при определении коэффициентов скорости энергообменов, поскольку предполага-
ют многомерное численное интегрирование вероятностей переходов. В связи с этим
была предложена нелинейная регрессионная модель FHO-FR-reg [18], позволившая
заметно ускорить вычисления с сохранением точности.

3. Регрессионная модель коэффициентов скорости энергообменов.Для
оптимизации расчетов коэффициентов скорости колебательных энергообменов по
модели FHO-FR в работе [18] был предложен набор аппроксимационных формул
вида

ki→i−1
VT = exp

(
a0 + a1 · T−1

3 + · · ·+ alb−1 · T− lb−1

3

)
, (3)

где i — колебательный уровень молекулы до столкновения; T — температура газа;
an — коэффициенты модели, полученные в рамках регрессионного анализа; lb —
размер регрессионной модели. Моделируемые с помощью данных аппроксимаций
коэффициенты скорости VT-обменов зависят от сорта рассматриваемой молекулы,
частиц — партнеров по столкновению, колебательных уровней рассматриваемой мо-
лекулы и температуры газа T .

Регрессионные коэффициенты модели были получены в рамках обучения на на-
боре данных, рассчитанном с использованием оригинальных формул FHO-FR, для
температур от 2000 до 15000 К. В процессе обучения использовался классический
метод оптимизации Левенберга — Марквардта для решения нелинейных регресси-
онных задач, а для оценки точности модели применялась относительная метри-
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ка MAPE:

MAPE =
100%

n

n∑
i=1

∣∣∣∣Ai −A∗
i

Ai

∣∣∣∣ ,
где Ai — точное значение некоторой величины A для i-го уровня, а A∗

i — прибли-
женное (предсказанное регрессионной моделью). Итоговые значения коэффициен-
тов аппроксимаций в уравнении (3) для всех поуровневых коэффициентов находятся
в открытом доступе в репозитории проекта1.

Следует отметить, что при оценке регрессионных моделей, используемых для
расчета коэффициентов скорости колебательных энергообменов, применение абсо-
лютных метрик, таких как среднеквадратичная (MSE) или средняя абсолютная
(MAE) ошибки, приводит к значительной погрешности при низких значениях темпе-
ратуры. Поэтому была использована относительная метрика — средняя абсолютная
процентная ошибка (MAPE). Графики с абсолютной процентной ошибкой (APE)
приведены в репозитории проекта2 для каждой пары партнеров по столкновению.
Максимальная погрешность для каждого типа столкновений составила менее 2%.

Сравнение точности и затраченного времени для разных видов столкновений

Тип MAPE, % Время вычисления полного набора kVT

столкновения Модель FHO-FR, с Аппроксимация, c
Молекула — атом 0.42 280 000 31
Молекула — молекула 0.11 13 150 000 38

В таблице представлены результаты обучения. Видно, что, кроме значитель-
ного ускорения вычислений, предложенная регрессионная модель FHO-FR-reg дает
хорошую точность (максимальная погрешность менее 2%) для обоих видов столк-
новений при сравнении с коэффициентами скорости энергообменов, полученными
по модели FHO-FR.

4. Методы расчета времени колебательной релаксации. Для оценки вре-
мени колебательной релаксации τvibrcd молекулы сорта c при столкновениях с парт-
нером d можно использовать как экспериментальные, так и теоретические методы.
В данной работе используется несколько подходов.

1. Наиболее распространенным в инженерных приложениях методом оценки
является эмпирическая формула Милликена — Уайта, полученная путем система-
тической обработки экспериментальных исследований [6]:

lg(pτvibrcd ) = 5 · 10−4μ
1/2
cd ϑ4/3c

(
T−1/3 − 0.015μ

1/4
cd

)
− 8.0, (4)

где p — давление; μcd — приведенная молярная масса сталкивающихся частиц,
г/моль; ϑc = hνc/kB — характеристическая колебательная температура, kB — посто-
янная Больцмана, h — постоянная Планка, νc — частота колебаний молекулы сорта
c. Время измеряется в секундах, давление — в атмосферах. При высоких темпера-
турах формула Милликена — Уайта (τvibr,M&Wcd ) дополняется поправкой Парка [4]:

τvibrcd = τvibr,M&Wcd + τvibr, Pcd , τvibr, Pcd = (nC̄σ̄c)
−1, (5)

1 FHO-FR_reg. URL: https://github.com/AndreyIsakov01/FHO-FR_reg/tree/main/Gases (дата
обращения: 02.04.2026).

2 Там же.
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где n =
∑

ci nci — полная числовая плотность смеси; C̄ =
√
8kBT/πmcd — средняя

тепловая скорость, mcd = mcmd/(mc +md) — приведенная масса столкновения для
частиц c-го и d-го сорта; σ̄c — среднее сечение рассеяния молекул сорта c, которое,
следуя работе Парка [7], выбирается одинаковым для молекул N2, O2 и NO.

2. Более универсальной является приближенная формула Ландау — Теллера:

pτvibrcd =
kBT

kdc,10
(
1− exp

(
−ϑc

T

)) . (6)

При использовании этой формулы необходимо знание только одного коэффициента
скорости VT-перехода, kdc,10 — скорости дезактивации молекулы c при переходе с
первого уровня в основное состояние при столкновении с частицей d. Данная фор-
мула не учитывает неравновесное возбуждение высоких уровней и ангармоничность
колебаний.

3. Кинетическая теория газов предлагает методику расчета времени релаксации
в рамках метода Чепмена — Энскога [5]. Для времени колебательной релаксации по-
дробное описание приводится в работах [8, 9, 20]. Предполагая, что во время столк-
новения не происходит одновременного изменения вращательной и колебательной
энергий, время колебательной релаксации τvibrcd для молекулы вида c, сталкиваю-
щейся с молекулой вида d, можно определить выражением

1

τvibrcd

=
4kBn

mccvibr,c

〈
ΔEvibrc ΔEvibrcd

〉
cd
, (7)

где mc — масса молекулы сорта c; cvibr,c — удельная теплоемкость колебательных
степеней свободы молекулы сорта c. Если партнером по столкновению является
атом, уравнение (7) упрощается:

1

τvibrcd

=
4kBn

mccvibr,c

〈(
ΔEvibrc

)2〉
cd
. (8)

В приведенных выше уравнениях безразмерное изменение колебательной энергии
при столкновении ΔEvibrcd определяется следующим образом:

ΔEvibrcd = ΔEvibrc +ΔẼvibrd , (9)

ΔEvibrc =
εci′ − εci
kBT

, ΔẼvibrd =
εdk′ − εdk
kBT

, (10)

где εci — колебательная энергия молекулы сорта c на уровне i. В работе для расчета
энергии используется модель ангармонического осциллятора.

В рамках многотемпературного приближения оператор осреднения определяет-
ся следующим образом:

〈F 〉cd =

(
kBT

2πmcd

)1/2 ∑
iki′k′

scis
d
k

Zvibrc Zvibrd

∫
Fciγ

3 exp
(
−γ2 − Eci − Edk

)
σi′k′
cd,ikd

2Ω dγ, (11)

где sci — статистический вес i-го колебательного состояния (равен 1 для двухатом-
ных молекул); Zvibrc — колебательная статистическая сумма; Fci — произвольная
функция скорости и колебательного уровня; γ =

[
(mcd/(2kBT ))

1/2
g
]
— приведенная
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относительная скорость, g — относительная скорость; Eci = εci/(kBT ) — безразмер-
ная колебательная энергия; σi′k′

cd,ik — сечение столкновения, приводящего к переходу
колебательной энергии; d2Ω — телесный угол, в пределах которого находится вектор
относительной скорости после столкновения. Если состояние партнера не меняется
в процессе столкновения (VT-обмены), то выражение (11) упрощается:

〈F 〉cd =

(
kBT

2πmcd

)1/2∑
ii′

sci
Zvibrc

∫
Fciγ

3 exp
(
−γ2 − Eci

)
σi′
cd,id

2Ω dγ. (12)

Особенностью данной модели является то, что для расчета времени релаксации мож-
но использовать произвольное распределение молекул по колебательным уровням,
поэтому время может зависеть не только от T , но и от Tv. Для удобства сравнения
мы будем использовать время, зависящее от температуры газа T . Кроме того, важно
отметить, что реализация данной модели требует расчета сечений всех возможных
колебательных переходов (или соответствующих коэффициентов скорости), поэтому
применение модели в сочетании с оригинальной моделью FHO-FR для численного
исследования неравновесных течений достаточно затратно.

4. Альтернативным методом оценки времени релаксации является e-folding ме-
тод [4, 21, 22]. При этом проводится численное решение задачи изотермической про-
странственно-однородной релаксации для бинарной смеси молекул сорта c с части-
цами сорта d (или однокомпонентной системы при c = d):

dnci

dt
= RVTci +RVVci , i = 0, . . . , Lc, (13)

T = const, (14)

с различными начальными условиями. Здесь Lc — число колебательных уровней
для каждого молекулярного сорта. При t = 0 задается неравновесное распределе-
ние Больцмана по колебательным уровням с колебательной температурой Tv �= T .
Молярные доли компонентов выбраны в соответствии с расчетами DMS: для си-
стем N2–N, N2–O, O2–N, O2–O, NO–N, NO–O задается 1% молекул + 99% атомов;
для систем N2–O2, O2–N2 — по 50% молекул разных сортов. Далее численно ре-
шается система жестких обыкновенных дифференциальных уравнений (13)–(14). В
результате получаем решение nci(t), которое используется для расчета удельной ко-
лебательной энергии молекул сорта c Evibrc в каждый момент времени:

ρcE
vibr
c (t) =

Lc∑
i=0

εcinci(t), (15)

где ρc — массовая плотность частиц сорта c.
Время колебательной релаксации определяется из уравнения

Evibrc (τvibrcd ) =
1

e
Evibrc (0) +

(
1− 1

e

)
Evibr, eqc , (16)

где Evibrc (τvibrcd ) — колебательная энергия молекулы при t = τvibrcd , Evibrc (0) — колеба-
тельная энергия в начальный момент времени, Evibr, eqc — значение колебательной
энергии в равновесии. В этом методе также необходимы сведения обо всех поуров-
невых коэффициентах переходов колебательной энергии kdc,ii′ , k

d,kk′
c,ii′ .
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Результаты, полученные на основе данных методов, далее сравниваются с экс-
периментом и результатами прямого молекулярного моделирования [10].

5. Результаты расчета времени колебательной релаксации. Были прове-
дены расчеты времени колебательной релаксации по формулам Милликена — Уай-
та; Ландау — Теллера (LT) с коэффициентом k10, вычисленным по моделям FHO
и FHO-FR-reg; по формулам кинетической теории (КТ) с сечениями, рассчитанны-
ми по модели FHO-FR-reg; также времена релаксации были получены из решения
задачи изотермической релаксации с использованием моделей FHO и FHO-FR-reg.
Оригинальная модель FHO-FR не использовалась в силу высоких вычислительных
затрат, однако модель FHO-FR-reg можно считать хорошим приближением к ори-
гинальной модели.

Рис. 1. Время релаксации молекулы N2 при столкновении с атомом N.

Следует отметить, что для систем «молекула — атом» рассматривалась малая
примесь молекул (1%) в атомарном газе. В таких условиях VV-обменом можно пре-
небречь, поэтому второе слагаемое в уравнении (13) не учитывалось. Для систем
«молекула — молекула» были сделаны предварительные оценки, показавшие, что
при высоких температурах учет VV-обменов также не вносит изменений во время
релаксации (был сделан тестовый расчет для системы N2–N2). Тем не менее для
взаимодействий молекул разных сортов вопрос заслуживает дополнительного изу-
чения, которое планируется в дальнейшей работе.

На рис. 1–3 представлены времена колебательной релаксации молекулы азота
при столкновениях с атомами N, O и молекулой азота. Результаты сравниваются с
экспериментами [23–25], расчетами по формуле Милликена — Уайта (оригинальной
и поправленной Парком в работе [7]), результатами DMS [10]. Результаты, получен-
ные по формулам КТ, близки к результатам решения изотермической задачи с мо-
делью FHO-FR-reg во всем диапазоне температур. Видно заметное отличие времен
релаксации, полученных при использовании сечений по моделям FHO и FHO-FR.
Решение изотермической задачи и формула Ландау — Теллера дают близкие резуль-
таты при использовании одинаковых коэффициентов скорости обменов при низких
и умеренных температурах; однако при высоких температурах времена по формуле
LT значительно меньше. Это связано с тем, что модель LT учитывает только ко-
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Рис. 2. Время релаксации молекулы N2 при столкновении с атомом O.

Рис. 3. Время релаксации молекулы N2 при столкновении с молекулой N2.

эффициент скорости перехода k10, а при численном решении уравнений (13)–(14)
учитываются все возможные переходы, и вклад возбужденных состояний увеличи-
вается. Тем не менее результаты решения задачи изотермической релаксации ока-
зываются дальше от результатов DMS при высоких температурах. Это может быть
связано с тем, что расчеты DMS учитывают связь вращательной и колебательной
релаксаций, а решение уравнений (13)–(14) проводится в предположении локально
равновесных вращательных степеней свободы.

Интересно отметить, что наилучшее совпадение с результатами DMS для столк-
новений N2-атом дает формула Ландау — Теллера с коэффициентом k10, вычислен-
ным по модели FHO. Для столкновения N2–N2 при высоких температурах несколько
лучшее согласие обеспечивает модель LT, FHO-FR-reg. При этом в диапазоне уме-
ренных температур все модели дают близкие результаты. Для столкновения N2–O
использование модели FHO-FR-reg ведет к существенно завышенным временам ре-
лаксации при низкой температуре, в отличие от модели FHO. Немонотонное поведе-
ние времени релаксации при высоких температурах отмечалось ранее в [9]; однако
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Рис. 4. Время релаксации молекулы O2 при столкновении с атомом O.

Рис. 5. Время релаксации молекулы O2 при столкновении с атомом N.

столь сильный рост скорее всего связан с тем, что рассмотренные теоретические
модели не учитывают взаимного влияния вращательных и колебательных степеней
свободы.

На рис. 4–6 приведены аналогичные сравнения для времени релаксации молеку-
лы кислорода при столкновении с атомами и молекулой O2. Для сравнения выбраны
эксперименты [23, 26–29] и квазиклассические траекторные (QCT) расчеты [30, 31].
Для столкновений O2–O2 при T < 8000 К все модели дают достаточно близкие
результаты и хорошо согласуются с экспериментами и DMS. При высоких темпера-
турах время релаксации начинает возрастать, как в теоретических моделях, так и
в DMS-расчетах, однако в последнем случае рост незначителен. Для столкновения
O2–N наилучшее согласие с результатами DMS снова обеспечивает модель Ландау —
Теллера с k10 по модели FHO. Наиболее сложная картина наблюдается для релакса-

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2026. Т. 13 (71). Вып. 2 275



Рис. 6. Время релаксации молекулы O2 при столкновении с молекулой O2.

Рис. 7. Время релаксации молекулы NO при столкновении с атомом N.

ции O2–O, для которой разброс данных очень велик; при этом характер поведения
времени релаксации качественно отличается от рассмотренных выше случаев: ряд
моделей и экспериментов показывают рост времени релаксации с T во всем рас-
смотренном диапазоне, в отличие от стандартной зависимости Милликена — Уайта.
Данные DMS заметно отличаются от QCT-расчетов и большинства экспериментов.
Поэтому нельзя сделать однозначный вывод о том, что DMS в этом случае дает наи-
более точный результат. Результаты по формуле Ландау — Теллера в комбинации
с FHO оказываются близки к QCT-расчетам Бойда [31], а также к ряду экспери-
ментов, поэтому данная комбинация может быть рекомендована и для этого типа
столкновений.

На рис. 7–9 показаны времена релаксации молекулы NO в сравнении с экспери-
ментами [32–34] и QCT-расчетами [35]. Для всех типов столкновений оптимальным
оказался выбор формулы Ландау — Теллера в комбинации с моделью FHO. Наи-
более интересен случай столкновения NO–NO, для которого все остальные теоре-
тические модели, включая DMS, дают сильные отклонения от экспериментальных
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Рис. 8. Время релаксации молекулы NO при столкновении с атомом O.

Рис. 9. Время релаксации молекулы NO при столкновении с молекулой NO.

значений при низких и средних температурах: эксперимент демонстрирует слабую
зависимость времени релаксации от T в диапазоне 1000–3000 К, как и формула LT.

Наконец, рассмотрим время релаксации молекул O2 и N2 при столкновении с
молекулой другого химического сорта (рис. 10, 11). Для столкновений O2–N2 ре-
зультаты расчетов сравнивались с результатами DMS [10], экспериментами [36] и
QCT-расчетами [37]. Модель LT–FHO показывает удовлетворительное согласие с
данными DMS, QCT и эксперимента в диапазоне низких и умеренных темпера-
тур. При высоких температурах снова наблюдается заметное расхождение, как и
для предыдущих типов столкновений. Интересно отметить, что в случае столкнове-
ния молекул разных химических сортов решение изотермической задачи существен-
но отклоняется от всех теоретических формул. Мы предполагаем, что для таких
столкновений важен вклад нерезонансных межмолекулярных VV-обменов, который
на данный момент не учтен в решении изотермической задачи, но учитывается в
DMS-расчетах. Предполагается подробно изучить этот вопрос в дальнейших иссле-
дованиях.
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Рис. 10. Время релаксации молекулы O2 при столкновении с молекулой N2.

Рис. 11. Время релаксации молекулы N2 при столкновении с молекулой O2.

Одной из немногих пар частиц, для которой модель LT–FHO не дает лучшего
согласия с результатами DMS [10], является система N2–O2 (рис. 11); для этого ти-
па столкновений более близкое совпадение с прямым молекулярным моделировани-
ем наблюдается для решения изотермической задачи с коэффициентами скорости
обменов по FHO-FR-reg и для комбинации LT–FHO-FR-reg. Результаты решения
изотермической задачи в этой смеси также заметно отличаются от результатов рас-
чета по формуле Ландау — Теллера с соответствующими коэффициентами скоро-
сти обменов, что подтверждает возможный вклад межмолекулярных VV-обменов.
Для лучшего понимания причин различий между результатами в смесях молекул
разных сортов в дальнейшем предполагается дополнительно изучить влияние мно-
гоквантовых обменов, различных начальных колебательных температур молекул
(в данном исследовании рассмотрена общая колебательная температура смеси), раз-
личных концентраций молекул.
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6. Заключение. Проведено систематическое исследование времени колеба-
тельной релаксации в компонентах воздуха с использованием нескольких теоретиче-
ских моделей: простой аналитической формулы Ландау — Теллера, формул кинети-
ческой теории и решения задачи об изотермической релаксации. Скорости колеба-
тельных обменов рассчитывались по модели FHO и ее более сложной модификации
FHO-FR, которую пришлось аппроксимировать с помощью нелинейной регрессии.
Регрессионная модель FHO-FR-reg обеспечивает хорошую точность при невысоких
вычислительных затратах. Результаты расчета сравнивались с доступными в лите-
ратуре экспериментальными данными и результатами прямого молекулярного мо-
делирования.

Анализ результатов показал, что, несмотря на заявленную точность модели
FHO-FR, для столкновений с атомами она дает существенные отклонения от экс-
периментальных данных и расчетов DMS. Для всех рассмотренных столкновений
оптимальным выбором модели является простая аналитическая формула Ландау —
Теллера в комбинации с коэффициентом k10, вычисленным по модели FHO. Ин-
тересно отметить, что использование более сложных моделей (формул КТ и ре-
шения изотермической задачи) приводит к резкому росту времени релаксации при
температурах выше 15 000 К. Мы полагаем, что общим недостатком этих моделей
является пренебрежение связью между колебательными и вращательными степеня-
ми свободы, которая вносит существенный вклад в скорость релаксации при высо-
ких температурах. В таких условиях предположение о разделении колебательных
и вращательных мод не выполняется, и в рамках многотемпературного приближе-
ния требуется вводить вращательно-колебательную температуру вместо отдельной
температуры колебательных мод. Результаты прямого молекулярного моделирова-
ния подтверждают этот вывод, поскольку демонстрируют близкие значения времен
вращательной и колебательной релаксации при высоких температурах. Дальней-
шие исследования будут посвящены построению связанной модели вращательно-ко-
лебательной релаксации и более подробному анализу вклада VV-обменов в задаче
изотермической релаксации.
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Evaluation of the vibrational relaxation time for air components based
on the FHO and FHO-FR models∗
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For citation: Isakov A.A., Letova A.Yu., Kustova E.V. Evaluation of the vibrational
relaxation time for air components based on the FHO and FHO-FR models. Vestnik of Saint
Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy, 2026, vol. 13 (71), issue 2, pp. 267–
284. https://doi.org/10.21638/spbu01.2026.209 EDN UJZIID (In Russian)

Various theoretical methods for calculating the vibrational relaxation time of air com-
ponents are proposed. An accurate forced harmonic oscillator (FHO) model, as well as
its advanced modification taking into free molecular rotations (FHO-FR) are implemented
to calculate the state-to-state vibrational energy transition rate coefficients. Due to the
high computational complexity of the FHO-FR model, its direct use in nonequilibrium
gas dynamic problems is prohibitively expensive. Therefore, an effective regression model,
FHO-FR-reg, is proposed. It accurately approximates the energy exchange rate coefficients
calculated using the original FHO-FR model, with a maximum error of less than 2%. The
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high computational efficiency of the FHO-FR-reg regression model is demonstrated. For
N2–N, N2–O, N2–N2, O2–N, O2–O, O2–O2, NO–N, NO–O, NO–NO, O2–N2, and N2–O2

collisions, the relaxation times are calculated using three methods: the Landau — Teller
formula; formulas of the kinetic theory of gases, based on averaging of the vibrational
transition energy excess with the cross sections of the corresponding vibrational energy
exchanges; and by solving the zero-dimensional isothermal bath relaxation problem. The
results are compared with the available experimental data and the results of direct molecular
simulations (DMS). Analysis of the results shows that the optimal model for all considered
collision types is a simple analytical Landau — Teller formula in combination with the
deactivation rate coefficient calculated using the FHO model. The necessity of taking into
account the coupled vibrational-rotational relaxation at high temperatures is discussed.
Keywords: vibrational relaxation time, state-to-state kinetics, forced harmonic oscillator
model, optimization of numerical calculations, nonlinear regression.
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Краткое содержание доклада:

В прикладных научных исследованиях возможен случай, когда график моно-
тонно возрастающей решетчатой функции напоминает руку, согнутую в локтевом
суставе. Эвристический «метод локтя» заключается в визуальном определении рез-
кого изгиба такого графика, т. е. точки, соответствующей «мнимому локтю», в кото-
рой почти линейное возрастание решетчатой функции становится явно нелинейным.
Аппроксимационно-оценочные критерии — аналитическое обобщение эвристическо-
го «метода локтя», они являются инструментом машинного обучения без учителя.
Их практическое применение относится к частному случаю выявления аномалий.
Эти критерии позволяют, например, аналитически определить значение предела те-
кучести при одноосном нагружении или определить особые точки классической кри-
вой ползучести.
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